We have reproduced Stern's original pictures. In the appendix, we provide Maple computations of the nodal sets which appear in Stern's figures, with some comments.
In Part I of her thesis, A. Stern provides examples of spherical harmonics of any degree , with exactly two (when is odd) or three (when is even) nodal domains. For any positive integer n, she also provides a Dirichlet eigenfunction of the square with side π, associated with the eigenvalue 4n 2 + 1, with exactly two nodal domains. These examples are in contrast with Sturm's result for self-adjoint Sturm-Liouville problems, and complement Courant's nodal domain theorem. See the tag [E1] in the Introduction to the thesis.
The following biographical information was provided by A. Vogt [5] .
Antonie (Toni) Stern (1892 Dortmund -after 1967 Israel) studied mathematics. In 1925 she received the doctoral degree (Dr. phil.) at the Göttingen University, her advisor was Richard Courant. Obviously she could not find an academic position as a female mathematician, but she was a member of the German Mathematical Society (DMV) from 1926 until 1939 when she managed to escape Nazi Germany, and went into exile to Palestine, where her sister Ilse (b. 1900) was living already since 1924. After her thesis, she changed her scientific field, and she became a researcher in the Kaiser Wilhelm Institute for Applied Physiology (occupational physiology) in Dortmund, from 1929 until 1933. Because of the Nazi's, she had to leave the KWI in late 1933. She was born in a Jewish family, the antisemitic laws in Nazi Germany were introduced in April 1933. What she did between 1933 and 1938 is not known. In the end of 1938 (after the November 1938 pogrom in Germany, called "Reichskristallnacht"), she emigrated from Dortmund to Palestine. In 1967 she was living in Rehovot. Among the many female women scientists she belongs to the many emigrées, and partly she had the possibility to work successfully. --------
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Einleitung.
Die folgenden Bemerkungen beschäftigen sich mit einer Reihe von Fragen, die nur in losem Zusammenhang zu einander stehen, jedoch alle dem gleichen Problemkreis angehören. Ihre Untersuchung dient dem Zweck, Material über asymptotisches Verhalten von Eigenwerten und Eigenfunktionen partieller elliptischer, sich selbst adjungierter Differentialgleichungen zweiter Ordnung zu sammeln. Dabei sind unter Eigenwerten diejenigen Konstanten λ n verstanden, für die die vorgelegte Differentialgleichung
in der L(u) einen sich selbst adjungierten partiellen elliptischen Differentialausdruck bezeichnet, bei vorgegebener Randbedingung auf dem Rande des betrachteten Gebiets G eine nicht identisch verschwindende, im Innern und auf dem Rande von G stetige Lösung besitzt; die Eigenfunktionen u n sind die zu diesen Werten λ n gehörigen Lösungen der Differentialgleichung.
Zunächst behandeln wir das Problem der Knoten der Eigenfunktionen d. h. der Linien bezw. Flächen, auf denen die Eigenfunktionen verschwinden, und zwar für die Gleichung ∆u+λu = 0 im Quadrat bei der Randbedingung u = 0 bezw. auf der Kugelfläche, wobei an Stelle der Randbedingung die Forderung der Stetigkeit auf der ganzen Kugelfläche tritt.
[E1]
Im eindimensionalen Fall wird nach den Sätzen von Sturm
(1) das Intervall durch die Knoten der nten Eigenfunktion in n Teilgebiete zerlegt. Dies Gesetz verliert seine Gültigkeit bei mehrdimensionalen Eigenwertproblemen, wie im erster Teil dieser Arbeit, der der Untersuchung dieser und daran anschließender Fragen gewidmet ist, nachgewiesen wird; es läßt sich beispielweise leicht zeigen, daß auf der Kugel bei jedem Eigenwert die Gebietszahlen 2 oder 3 auftreten, und daß bei Ordnung nach wachsenden Eigenwerten auch beim Quadrat die Gebietszahl 2 immer wieder vorkommt. Im Anschluß hieran werden die Gestalt der Knotenlinien für bisher nicht in der Literatur behandelte Fälle diskutiert und Gesetzmäßigkeiten über die Gebietsanzahl gesammelt. Die Suche nach einem asymptotischen Gesetz wird sich als gegenstandlos erweisen.
(1) Journal de Mathématiques, T.1, 1836, p. 106-186, 269-277, 375-444.
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Im zweiten Teil werden wir eine asymptotische Eigenschaft der Eigenwerte nicht in ihrer Abhängigkeit von der Stellenzahl sondern von der Randbedingung ableiten, und zwar werden bei der Randbedingung ∂u ∂ν = σu für σ → −∞ die Gesamtheit der positiven und negativen Eigenwerte in Bezug auf ihre Größenordnungen miteinander vergleichen. Die der Fakultät eingereichte Dissertation enthielt ferner zwei einfache Verallgemeinerungen von Resultaten der Courantschen Abhandlung: Über die Eigenwerte bei den Differentialgleichungen der mathematischen Physik (2) , sowie eine Untersuchung der Frage, ob und inwiefern für den Mittelwert G ū 2 n dg, wo G ein Teilgebiet von G undū n die normierte n te Eigenfunktion bezeichnet, G ū 2 n dg = 1, für n → ∞ ein von n unabhängiger Grenzwert existiert. Da diese Frage im allgemeinen zu verneinen ist, soll hier nicht näher darauf eingegangen werden; doch wollen wir kurz über die Ergebnisse der oben erwähnten Untersuchungen berichten. Courant betrachtet in der zitierten Abhandlung das Eigenwertproblem der Differentialgleichung L(u) + λku = 0: Im ersten Falle konnte, falls q = 0 und die in der Randbedingung auftretende Funktion σ 0 gesetzt wurde, der n te positive bezw. negative Eigenwert je durch ein Maximum-Minimumproblem bestimmt werden, sodaß sich die ausschließlich auf der Maximum-Minimumdefinition der Eigenwerte beruhenden Sätze der Courantschen Abhandlung sinngemäß über-tragen ließen. Dann ergab sich bei jeder der betrachteten Randbedingungen, falls mit Eines der wichtigsten Resultate der Sturm-Liouvilleschen Theorie der gewöhnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung ist folgender Satz:
Ordnet man die Eigenfunktionen der selbstadjungierten Differentialgleichung Daß die eine Hälfte dieses Satzes allgemein bei partiellen Differentialgleichungen bestehen bleibt, nämlich daß n immer eine obere Schranke für die Anzahl der Teilgebiete ist, in die das Grundgebiet duch Nullstellen der n ten Eigenfunktion zerlegt wird, hat Courant (3) bewiesen. Ohne irgendwelche Voraussetzungen über die Ordnung der Differentialgleichung sowie über die Anzahl der unabhängigen Veränderlichen zeigte er, daß bei Ordnung nach wachsenden Eigenwerten die n te Eigenfunktion u n einer sich selbstadjungierten Differentialgleichung
Die andre Hälfte des Sturm-Liouvilleschen Satzes, daß die Anzahl der betreffenden Teilgebiete mindestens n ist, gilt für partielle Differentialgleichungen nich mehr, wie hier an den einfachsten Beispielen, den einzigen, in denen man die Eigenwerte explicite kennt, gezeigt werden soll.
Wir betrachten die Differentialgleichung 
die Eigenfunktionen abgesehen von der Normierung
ist. Hiernach ist P eine ganze rationale Funktion ten Grades von cos ϑ, P ,m eine solche ( − m) ten Grades, multipliziert mit sin m ϑ , und der Eigenwert λ n = ( + 1) ist (2 + 1) fach, da 2 + 1 linear unabhängige Eigenfunktionen zu ihm gehören. wollen wir zeigen, daß es zu jedem Eigenwert Eigenfunktionen gibt, deren Nullinien die Kugelfläche nur in zwei oder drei Gebiete teilen.
Hierzu betrachten wir die Eigenwerte
deren Nulliniensystem aus 2r + 1 Meridianen bezw. Breitenkreisen besteht.
In den von den Nullinien begrenzten Gebieten ist P 2r+1,2r+1 (cos ϑ) × cos(2r + 1)ϕ bezw. P 2r+1 (cos ϑ) abwechselnd positiv und negativ.
[I1]
Legen wir die beiden Knotenliniensysteme übereinander und schraffieren wir die Gebiete, in denen beide Funktionen gleiches Vorzeichen haben, so kann die Knotenlinie der Kugelfunktion
nur in den nichtschraffierten Gebieten verlaufen und zwar für hinreichend kleine µ in beliebiger Nachbarschaft der Knotenlinien von P 2r+1,2r+1 (cos ϑ)
cos(2r + 1)ϕ, d. h. der 2r + 1 Meridiane, da sich
bei stetiger Änderung von µ das Knotenliniensystem stetig ändert (Fig. 1) . Da
die Knotenlinie ferner durch die 2(2r + 1)
2 Schnittpunkte der Nullinien der beiden obenstehenden Kugelfunktionen gehen muß, während die Pole ihr nicht mehr angehören können, -die Summe der beiden Funktionen verschwindet in ihnen nicht, -kann sie nur den gezeichneten Verlauf haben; sie besteht also aus einem Zuge und teilt die Kugelfläche in zwei Gebiete.
[K1]
Die Gebietszahl zwei tritt somit bei allen Eigenwerten λ n = (2r +1)(2r + 2) , r =, 1, 2, . . . auf ; ebenso wollen wir jetzt zeigen, daß die Gebietszahl drei bei allen Eigenwerten wollen wir jetzt zeigen, daß alle ungeraden Zahlen ≡ 3 (4) sich als Gebietszahlen auf der Kugelfläche immer wiederholen.
Hierzu betrachten wir für ungerade s die Kugelfunktion (3) P 2rs,2rs (cos ϑ) cos 2rsϕ + µ P 2rs,s (cos ϑ) cos s(ϕ + επ 2rs ) , 0 < ε < 1 , bei der die Pole nur noch s fache Nullstellen sind (Fig. 3) . Deren Nulliniensystem teilt für hinreichend kleine µ bei festem s für alle r die Kugel in VOLUME 32 (2014) (2015) alle graden Zahlen als Gebietszahlen auf der Kugelfläche unendlich oft vorkommen. Hierzu konstruieren wir zunächst einen andern Typus für ein Gebietszahl zwei mit Hilfe der Kugelfunktion
für hinreichend kleine µ (Fig. 4) . Die Knotenlinie verläuft im Zickzack längs der Parallelkreise auf jeder Halbkugel vom Nord-zum Südpol; sie besteht demnach aus einem Zuge und teilt die Kugel in zwei Gebiete.
Betrachten wir nun die Kugelfunktion
für hinreichend kleine µ, so zerlegt die zugehörige Knotenlinie bei festem s für alle Werte r die Kugelfläche in 2s Gebiete (Fig. 5) wollen nun zeigen, daß beim Quadrat die Gebietszahl zwei immer wieder auftritt.
Hat das Quadrat die Seitenlänge π, so sind bei der Randbedingung u = 0 die zugehörigen Eigenwerte wir die Knotenliniensysteme von u ,m ( − 1 Parallelen zur yAchse, m − 1 zur x-Achse) und u m, (m − 1 Parallelen zur y-Achse, − 1 zur x-Achse) übereinander, so kann für µ > 0 (< 0) die Knotenlinie nur in den Gebieten verlaufen, in denen beide Funktionen verschiedenes (gleiches) Vorzeichen haben.
[I2]
Weiter müssen alle zum Eigenwert λ ,m gehörigen Knotenlinien durch die Schnittpunkte der Liniensysteme u ,m = 0 and VOLUME 32 (2014) (2015) u m, = 0, also durch ( − 1) 2 + (m − 1) 2 feste Punkte hindurchgehen, da diese Punkte die Gleichung jeder Knotenlinie erfüllen. Dagegen können die ( − 1)(m − 1) Doppelpunkte der Knotenlinie von u ,m für µ = 0 nicht mehr der Knotenlinie angehören. Schließlich schneiden sich zwei bezw. mehrere an dem gleichen Eigenwert gehörige Knotenlinien senkrecht bezw. unter gleichen Winkeln (4) .
[Q2]
Wir betrachten die Eigenwerte 
ist enthalten, da y = π − x die Gleichung der Knotenlinie identisch erfüllt.
[Q3]
Lassen wir nur µ von µ = 1 aus abnehmen, so lösen sich die Doppelpunkte (Fig. 12) . Wir betrachten weiterhin den Fall
z. B. für = 7, λ n = 85 (Fig. 13) . Hier enthält jedes der 36 Teilquadrate in seinem Innern einen festen Punkt der Knotenlinie, während die 30 Doppelpunkte der Knotenlinie von u 7,6 auf den horizontalen, die von u 6,7 auf den vertikalen Seiten liegen. Hierdurch ist der Verlauf der Knotenlinie für µ = 0 vollkommen festgelegt; wir erhalten ein Gebilde von 11 Kurvenzügen ohne Doppelpunkte, die das Quadrat in 12 Gebiete teilen, allgemein bei beliebigen ein Gebilde von 2 − 3 doppelpunktlosen Kurvenzügen und 2 − 2 = 2m Teilgebiete des Quadrats.
Ist ferner m = 2 , Wir sahen, daß auf der Kugelfläche die untere Grenze für die Gebietsanzahl bei jedem Eigenwert die festen Werte zwei oder drei besitzt. Beim Quadrat ist es ebenfalls leicht, einen Wert für die untere Grenze der Gebietszahl anzugeben. Heißt der Eigenwert
so wird jedes der m 2 Teilquadrate durch die Knotenlinie in mindestens zwei Gebiete zerlegt, und da die Seiten dieser Teilquadrate nicht zur Knotenlinie gehören, ist somit die Gebietszahl
Diese untere Grenze 2m der Anzahl der Teilgebiete wird, wie wir oben sahen, bei den Eigenwerten
für die der Wert zwei als Gebietszahl immer wieder auftritt, und bei den
erreicht. Aus diesem Gesetz folgt, daß die Anzahl der Teilgebiete → +∞ strebt wenn beide Indizes , m → +∞ wachsen; konvergiert nur der Index → +∞, so gilt dies nicht, wofür die Knotenlinie von λ 2r,1 , r = 1, 2, . . . ein Beispiel bilden.
Nicht ganz so einfach ist eine obere Grenze der Gebietszahl als Funktion des Eigenwerts beim Quadrat anzugeben. Bei den einfachen Eigenwerten
bezw. bei den zweifachen Eigenwerten
] Gebiete. Die obere Grenze G für die Anzahl der Teilgebiete ist also 
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gilt, ist für große zweifache Eigenwerte die obere Grenze der Gebietszahl sicher < n; für große zweifache Eigenwerte ist der Sturmsche Werte n somit ausgeschlossen.
VOLUME 32 (2014) (2015) Auf der Kugelfläche kann bei der jetzigen Kenntnis der Kugelfunktionen die obere Grenze der Gebietszahl als Funktion des betreffenden Eigenwerts nicht festgestellt werden; hierzu müßten genaue Sätze über die Lage der Nullstellen von P ,m , > m, , m = 1, 2, · · · bekannt sein. Der dem Quadrat entsprechende Wert 2 + 2 = λ n 2 ist jedenfalls nicht gültig, da die Knotenlinie der Kugelfunktion P 2r+1,r+1 (cos ϑ) cos(r + 1)ϕ (λ n = (2r + 1)(2r + 2)) die Kugelfläche in
Gebiete teilt; die obere Grenze ist also mindestens gleich diesem Wert. Der asymptotische Wert dieses Ausdrucks als Funktion des Stellenzeichens n des Eigenwerts λ n ist auf der Kugel 2 + 2 + 1
der Wert 2 π n+ϑ c √ n beim Quadrat ist also größer. Ob dieser asymptotische Wert der oberen Grenze der Gebietsanzahl auf der Kugelfläche bestehen bleibt, kann vorläufig nicht festgestellt werden. §6. Unmöglichkeit eines asymptotischen Gesetzes der Gebietsanzahl.
Daß kein streng gültiges Gesetz für die Abhängigkeit der Gebietszahl vom Stellenzeichen des Eigenwerts besteht, ist nach den obigen Ausführun-gen ersichtlich; doch liegt es nahe, nach einem asymptotischen Gesetz für die Gebietsanzahl zu suchen.
Da es hier wesentlich auf die Größenordnung der Abhängigkeit ankommt, so ergibt sich der einfache Nachweis, daß auf der Kugelfläche bei allen Eigenwerten Gebietszahlen ganz verschiedener Größenordnungen auftreten, die Unmöglichkeit eines asymptotischen Gesetzes für das Gebietsanzahl. Die große Regellosigkeit, die der Verlauf der Knotenlinien auf der Kugelfläche zeigt, hat ihren Grund darin, daß die Vielfachheit der Eigenwerte λ n mit λ n wie 2[ √ λ n ] + 1 ins Unendliche wächst. Daß die Zahlen zwei oder drei bei jedem Eigenwert als Gebietszahlen vorkommen, haben wir S. 7, 8 gesehen, doch gibt es auch immer Gebietszahlen der Größenord-nungen
Beispiele hierfür bieten die Nulliniensysteme von
sowie von zahlreichen linearen Kombinationen wie z. B.
(19) P 2r+1,1 (cos ϑ) cos(ϕ + επ 2r ) + µ P 2r+1,2r (cos ϑ) cos 2rϕ , 0 < ε < 1 für hinreichend kleine µ mit der Gebietszahl + 1 = [ √ λ n ] + 1 (Fig. 19) , --------VOLUME 32 (2014) (2015) The pictures on the left side of Figure A .3 are reproduced from Stern's thesis. The pictures on the right side display the nodal sets of the same spherical harmonics, computed with Maple. As the degree increases, the resolution is not always sufficient to see that double points actually disappear, this is clearly the case for the picture on the right in the bottom row. VOLUME 32 (2014) (2015) 
